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           РУКОВОДСТВО ДЛЯ  ПРЕПОДАВАТЕЛЯ  
            ЧАСТОТНАЯ ОБЛАСТЬ

ЛЕКЦИЯ 4

1 ЧАСТОТНАЯ ОБЛАСТЬ
  ЦЕЛИ
В этой лекции предполагается:

· Ввести фазорное представление синусоидальных сигналов.

· Ввести ряды Фурье и преобразование Фурье.

· Ввести дискретное преобразование Фурье (ДПФ).

· Рассмотреть вычислительную сложность ДПФ.

· Ввести алгоритм БПФ по основанию 2.

· Обсудить некоторые вопросы реализации БПФ на процессорах.

Изучив материал этой лекции, студенты получат достаточное представление о преобразовании Фурье, ДПФ и БПФ. Для разработки алгоритма быстрого вычисления ДПФ не требуется глубокого знания математических основ БПФ, хотя в ряде случаев оно может оказаться полезным. Понять математический смысл преобразования Фурье гораздо легче, изобразив этот процесс схематически. Материал лекции не позволяет рассматривать ее как строгий курс преобразования Фурье. Здесь лишь преследуется цель снять покров таинственности с этого преобразования.

Раздел книги:  глава 5
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ОБЛАСТИ В ЧАСТОТНУЮ


 Частотная область
В предыдущих лекциях уже достаточно широко использовалось представление сигналов в частотной области. Например, в демонстрации эффекта фильтрации исследовался частотный состав сигналов. Аналогично при оценивании качества работы фильтра рассматривалась его частотная характеристика.

Вообще информация о частотной области исключительно важна и полезна при обработке сигналов. Рассмотрим две практических задачи, где такая информация необходима.

При передаче сигнала по каналу связи важно знать частотную характеристику канала. По этой характеристике можно оценить, какая группа частот может передаваться по каналу без значительных искажений. Хотя на верхнем графике представлены сведения только об амплитуде как функции частоты, необходима также информация о фазе для гарантии, что сигнал пройдет через канал без снижения качества.

Ряд компаний уже внедрил системы защиты, которые реагируют на результат сличения голоса диктора с образцом. При анализе речи звуки разлагаются на частотные составляющие с целью распознать команду. Анализ частотного состава каждого звука играет важнейшую роль в его идентификации. Например, на нижнем графике изображен частотный состав звука «А», произнесенного двумя различными людьми. Эту информацию можно использовать для заключения о том, какой звук произнесен или кем он произнесен. В обоих случаях частотный состав сигнала и является решающей информацией.

Уже существуют телевизоры, воспринимающие произносимые команды. Однако они требуют программного обеспечения, позволяющего распознавать слова независимо от диктора. И в этом случае для принятия решения необходимо выполнить сложный анализ речевого сигнала в частотной области.
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Прежде чем описывать процесс преобразования временного представления сигнала в частотное, необходимо установить метод моделирования исходного сигнала. Метод описания сигнала, который используется здесь, называется фазорной моделью. Фазор – это вращающийся на комплексной плоскости вектор, имеющий модуль А и скорость вращения ( радиан/с. В любой момент времени сигнал может быть представлен в виде x(t) = a + jb, где а – вещественная часть сигнала и b – мнимая часть сигнала. Это – представление сигнала в прямоугольной системе координат. Сигнал можно также представить в полярных координатах (с указанием амплитуды сигнала и направления фазовой скорости сигнала)


x(t) = Aej((t) ,  

где

 
ej((t) = cos((t) + j sin((t) 

и


 ((t) = ( = arctg(​b/a).

Запись сигнала в полярных координатах x(t) = Aej((t)  удобнее, чем представление его в прямоугольных  координатах, поскольку такая  запись позволяет по (t (для заданной частоты () определить  положение  фазора в  любой  момент  времени t. Напомним,  что  ( = 2(f – круговая частота (рад/с),  где  f – частота  сигнала (Гц).

Известно, что процессор работает во временной области, поэтому необходимы математические средства преобразования сигналов из временной области в частотную и обратно.
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На предыдущем транспаранте показано, каким образом фазорная модель может быть использована для представления непрерывного изменения сигнала во времени. Из предыдущих лекций ясно, что процессоры не могут обрабатывать непрерывные сигналы. Они работают с отсчетами дискретизированного сигнала. Поэтому выражение x(t) =Aej(t необходимо преобразовать к такому виду, чтобы значения сигнала можно было определить с помощью вычислительной процедуры.

Введем две новых переменных: Ts (период дискретизации) и n (номер отсчета). Тогда, например, если мы  хотим  представить  сигнал  через  10 мс  от  начала  при  периоде  дискретизации   XE "Sampling:Period" 

 XE "Sampling:Period" Ts= 2 мс, получим  n=5.

До сих пор предполагалось, что сигнал имеет нулевой начальный фазовый сдвиг (т.е. сигнал распространяется вдоль оси t, начиная с t = 0). В действительности не все сигналы имеют одинаковую фазу, поэтому введем фазовый сдвиг ((). Получим


x(t) =Aej((t+().

при замене непрерывного времени на дискретное имеем


x(n) = Aej(n(Ts+() .

Таким образом получены способы представления сигналов как в дискретной, так и в непрерывной форме.

Итак, фазор обладает следующими свойствами:

· амплитуда пропорциональна амплитуде сигнала,

· скорость вращения пропорциональна частоте сигнала.

Покажем, как можно представить произвольный сигнал.
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Покажем, как синусоидальное или косинусоидальное колебание можно моделировать с помощью установленных равенств. Основные шаги выделены на транспаранте, тем не менее ниже для ясности все они представлены по порядку.

Из фазорной модели известно, что


ej((t) = cos((t) + j sin((t)  и   ( = ((t) или  ((t+(),  или  (n(Ts +(). 

Отсюда получаем:

(1)
ej(() = cos(() + j sin((), 
 

(2)
e-j(() = cos(() - j sin((). 

Перепишем (1) в виде

(3) cos(() = ej(() - j sin((). 

Перепишем (2) в виде

(4)           j sin(() = cos(() - e-j(() .

Подстановка (4) в (3) дает

cos(() = ej(() - (cos(() - e-j(()).

Перепишем последнее выражение, тогда получим

2 cos(() = ej(() + e-j(()   



или  

(5)


.

Подстановка (5) в (4) дает




   или   

,

откуда окончательно получаем

(6)
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Так в чем же был смысл определения sin(() и cos(() в виде (6) и (5)? Допустим, что мы хотим моделировать косинусоидальный сигнал x(t). Обозначим этот сигнал как 


x(t) = R cos((t+().

Используя (5), заменим это выражение на




.

Если вспомнить, что (ejt() – фазор, то окажется, что косинусоидальный сигнал состоит из двух фазоров. Они представляют собой взаимно дополняющие фазоры, амплитуды которых одинаковы и равны половине амплитуды «вещественного» косинусоидального сигнала. Эти фазоры вращаются в противоположных направлениях с одинаковой скоростью. Две мнимых части сигнала аннулируют друг друга, оставляя только вещественный косинусоидальный сигнал. Отсюда видно, что всякий «вещественный» синусоидальный сигнал представляется парой одинаковых по амплитуде, но противоположных по направлению вращения фазоров. Их называют сопряженной парой.
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Теперь нам известно, что синусоидальное колебание может быть представлено двумя сопряженными фазорами. Но что можно сказать относительно более сложных сигналов? На верхнем графике показаны четыре синусоидальных сигнала S(t) равной амплитуды, но различной частоты. Если эти синусоиды сложить, получим суммарный сигнал, представленный на нижнем рисунке. Математически это выражается в виде равенства


x(t) = Asin(at) + Asin(bt) + Asin(ct) + Asin(dt).

В действительности требуется найти способ выражения подобного соотношения в более общей форме.

Если внимательно рассмотреть верхний рисунок, увидим, что сигнал а имеет самую низкую частоту. Будем называть ее «основной» частотой. Все другие частоты на графике являются более высокими, чем а, и называются «кратными», или, более правильно, «гармониками» основной частоты а. В целях обобщения обозначим основную частоту через (0, а все гармоники как k(0, где k – целое, соответствующее k-й гармонике.

Для приведенного выше примера a =  (0 , b= 2(0, c = 4(0 и d = 8(0.

Использование фазоров в приведенном выше выражении дает




.

Вместо справедливо записанных четырех фазоров необходим обобщенный способ выражения подобных сумм.

Такие суммы можно представить в общем виде




.

Рассмотренный пример содержит только четыре частотных составляющих, в то время как общее равенство отражает сумму бесконечного числа составляющих. В действительности сигнал в примере также содержит бесконечное количество частотных составляющих, но все они, кроме четырех, имеют нулевую амплитуду.

Что же мы узнали?

Получено выражение, которое показывает, что периодический сигнал можно сформировать суммированием ряда синусоидальных колебаний. К сожалению, это утверждение остается верным только при некоторых условиях, которые мы и раскроем.
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имеет один большой недостаток: оно предполагает равенство амплитуд всех фазоров (т.е. синусоид), составляющих сигнал x(t). Это чисто иллюстративны пример, не имеющий практического интереса. В действительности сигнал x(t) с периодом повторения Тр (или просто периодом Тр) представляется суммой, в которой k-ый фазор имеет свою амплитуду Ck, в общем случае отличную от амплитуд других фазоров. Тогда x(t) можно записать в виде


(1)
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где Ck является, вообще говоря, комплексной константой, которая вычисляется по формуле


(2)


.  

Область интегрирования [-T​p​/2, Tp/2] представляет собой период Tp, включающий как положительные, так и отрицательные значения t, что необходимо для математической полноты. Таким образом, интеграл дает комплексную константу для конкретной гармоники k(0 (фазора Ckej(k(0t)).

Равенство (1) называется рядом Фурье, а комплексные константы Ck называются коэффициентами Фурье (2). Ряд Фурье представляет собой сумму бесконечного числа гармонических составляющих. С помощью ряда Фурье можно описать любой периодический сигнал.

Далее рассмотрим непериодические сигналы.
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На предыдущем транспаранте даны выражения для представления периодического сигнала в виде:

(1)


    и
 (2)      

.   


В действительности же необходимы выражения для представления непериодических колебаний, например таких, как речь. Как можно их получить? Представим себе в качестве примера одно единственное произнесенное слово – это и есть непериодический сигнал, поскольку оно не повторяется. Однако его можно представить как периодическое колебание с бесконечным периодом. Полагая, что Тр стремится к бесконечности, можно получить аналогичные выражения для непериодических сигналов.

Если Тр стремится к бесконечности, частота (0 стремится к 0. Вследствие этого можно заменить  (0 на d( (которая представляет собой бесконечно малую величину (). Известно, что ( = 2(f и f = 1/T; объединение этих равенств дает




.

Поскольку основная частота (0 стремится к 0, k(0 также стремится к 0. Поэтому из равенств можно убрать указатель гармоники k, дискретный коэффициент Ck заменяется на непрерывную функцию частоты C((). При этих заменах равенство (2) принимает вид




.

Если нормировать это уравнение делением его обеих частей на d(/2(, получим:




.     

Обозначив  

  через  X((), получим 


(3)


.

Выражение (3) называют прямым преобразованием Фурье.

Теперь получим функцию, которая по известному спектру X(() позволит найти значение сигнала x(t) в любой момент времени. Подстановка X(()  в (1) и замена суммы на интеграл дадут выражение

(4) 

,

которое называется обратным преобразованием Фурье.

Поскольку  интегрирование  осуществляется во всем  диапазоне  частот,  переменная  интегрирования  равна d(f) = d(() / 2(, чем и объясняется коэффициент перед интегралом.

Таким образом, имеем одно уравнение (3) для перехода из временной области в частотную и другое уравнение (4) для перехода из частотной области во временную. Полученные два уравнения обычно называют парой преобразования Фурье.
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РЯД  ПОВТОРЯЕТСЯ  С  ПЕРИОДОМ,  РАВНЫМ  ЧАСТОТЕ  ДИСКРЕТИЗАЦИИ

    (

ПРЕДПОЛОЖЕНИЕ  СДЕЛАНО  В  ЛЕКЦИИ  ПО  ДИСКРЕТИЗАЦИИ)


Для использования ряда Фурье в ЦОС его необходимо преобразовать так, чтобы его можно было применить к дискретизированному аналоговому входному сигналу. Преобразование выполняется простой заменой непрерывной переменной времени t на дискретное время nTs, где Ts – период дискретизации, а n – номер отсчета. Подстановка дает ряд Фурье дискретного сигнала




.

Если определим фазовый скачок (то же самое, что и приращение фазы) для k-ой гармонической составляющей как

k(0Ts = 2(m,  где   m - целое (0, 1, 2, … ), 

то получим    k(0Ts = 0, 2(, 4(, … .

Известно, что 


  и  

, 

поэтому


,   что означает равенство
 

 = 0, 2(, 4(, ...

Деление на 2( дает




 = 0, 1, 2, ...

Последнее означает, что частотный спектр дискретного сигнала имеет период 1/Ts. Другими словами, спектр сигнала повторяется с периодом, равным частоте дискретизации fs. Это подтверждает справедливость предположений, сделанных в лекции по дискретизации.
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Итак, вновь заменим непрерывную переменную времени t на nTs в формуле прямого преобразования Фурье, где Ts является периодом дискретизации и n – номер отсчета, что позволяет дискретный сигнал x(nTs) для краткости записывать в виде XE "Sampling:Period"   x(n). Это дает прямое преобразование Фурье дискретного сигнала
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Заметим, что в результате замены интегрирования суммированием получен ряд Фурье. Конечно, это является следствием использования дискретных величин вместо непрерывных.

Подобным образом можно видоизменить выражение во временной области и получить обратное преобразование Фурье дискретного сигнала




.

В этом случае интегрирование сохраняется, поскольку спектр X(() является непрерывной функцией частоты (. Однако интервал интегрирования сокращается до значения [-(, (], ибо ранее установлено, что частотный спектр повторяется на интервалах, равных 2(.

Полученные два выражения используют в ЦОС и позволяют преобразовывать временную область в частотную и обратно.
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Преобразование Фурье дискретного сигнала имеет две основных реализационных проблемы. Во-первых, суммирование бесконечного числа входных отсчетов в действительности невозможно, поэтому необходим какой-либо способ сокращения количества требуемых входных отсчетов. Во-вторых, для реализации вычислительной процедуры необходимо заменить непрерывную переменную ( на дискретную.

Первая проблема легко решается выделением конечного числа входных отсчетов (это называется наложением окна). Известно, что частотный спектр повторяется с периодом, равным частоте дискретизации (s, поэтому можно установить, какое число отсчетов (N) требуется для точного описания входного сигнала. Количество вычисляемых составляющих (фазоров) обычно равно количеству отсчетов входного сигнала N.

Положим, что расстояние между фазорами по частоте ( шаг) определяется константой (, тогда:


N( = (​s     или   ( = (s / N.

Полученные равенства дают возможность преобразовать непрерывную частотную шкалу в дискретную, поэтому спектр будет описываться в терминах переменной k вместо (, т.к.  k( = (.

(1)
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Из предыдущих соотношений известно, что



[image: image15.wmf]s

s

T

2

p

=

w

      и    
[image: image16.wmf]N

s

w

=

d

.   

Тогда можно переписать 
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После подстановки этого равенства в (1) имеем ДПФ




,

где множитель 

  называется поворачивающим множителем и обозначается 
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. В дальнейшем, группируя эти множители, мы сумеем сэкономить количество необходимых операций. Подстановка поворачивающих множителей приводит к определению ДПФ и обратного ДПФ (ОДПФ) в виде:





   и
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ПРИМЕР  8-ТОЧЕЧНОГО  ДПФ
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l
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КОЛИЧЕСТВО 

 

УМНОЖЕНИЙ 

  

8 * 8 = 64

.

    

НЕ  ЗАБУДЕМ,  ЧТО  КАЖДОЕ  УМНОЖЕНИЕ  КОМПЛЕКСНОЕ


Рассмотрим простой пример ДПФ, чтобы дать некоторое представление о сложности вычислений. Воспользуемся примером 8-точечного ДПФ. Сигнал состоит из восьми отсчетов во временной области, которые будут преобразовываться в восемь фазоров (частотных составляющих) в частотной области.

Переменная k, принимая значения от 0 до 7, будет задавать на частотной оси последовательно 8 точек в пределах от 0 до 2(. Третье уравнение на транспаранте содержит восемь слагаемых. Каждое слагаемое, представляющее собой произведение комплексных чисел, складывается с другими слагаемыми. Это означает, что для определения k-ой гармоники спектра X8(k) необходимо выполнить восемь комплексных умножений и семь комплексных сложений.

Поскольку k принимает значения от 0 до 7, т.е. вычисляется восемь отсчетов ДПФ, всего потребуется 8(8 = 64 умножения и 8(7 = 56 комплексных сложений.

Из сказанного следует, что в общем случае для произвольного N-точечного ДПФ необходимо  XE "DFT" N​​​​​​2 умножений и N(N-1) сложений.

В действительности 8-точечное ДПФ не имеет какой-либо практической пользы. Обычно имеют дело с последовательностями около 1024 точек. Это означает, что потребовалось бы выполнить приблизительно 1 миллион комплексных умножений и 1 миллион комплексных сложений. Для практических задач реального времени такое количество вычислений слишком велико.
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Мы уже видели, что ДПФ требует очень большого количества вычислений. По существу это неэффективно, т. к. не учтены свойства симметрии и периодичности поворачивающего множителя 
[image: image22.wmf]nk
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. Указанные два свойства используются для повышения эффективности вычислений ДПФ с помощью различных алгоритмов БПФ.   XE "FFT" 
Свойство симметрии означает, что


.

Это легко понять, если вспомнить, что поворачивающий множитель является периодическим относительно N, а увеличение k на N/2 дает то же значение множителя, взятое с обратным знаком.

Свойство периодичности означает, что:


.

Поскольку 
[image: image23.wmf]nk

N

W

 является периодической функцией с ограниченным числом известных значений, можно ускорить вычисление ДПФ, если сократить количество вычислений этой функции. Для этого разобьем ДПФ (ряд Фурье) на два ряда: один – по четным, а второй – по нечетным членам последовательности x(n), как показано ниже:




.

Можно увеличить число идентичных слагаемых с помощью следующей простой манипуляции




.

Так как поворачивающий множитель 

 не зависит от индекса r, его можно вынести за знак суммы, в результате получим




.

Манипулирование с поворачивающим множителем (см. транспарант) приводит к окончательному выражению БПФ




.

Так чего же мы достигли?
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ЭКОНОМИЯ  ВРЕМЕНИ;  ПУСТЬ  ДЛИТЕЛЬНОСТЬ  ЦИКЛА  50 нс

    8-

ТОЧЕЧНОЕ  БПФ  ЭКОНОМИТ 1.4

 m

с

   1000-

ТОЧЕЧНОЕ  БПФ  ЭКОНОМИТ  24.975 мс


Теперь у нас есть другой метод вычисления ДПФ, но почему этот новый метод несколько быстрее, чем предыдущий?

Вновь обратимся к примеру 8-точечного ДПФ и посмотрим, является ли эквивалентное ему 8-точечное БПФ действительно более быстрым. В 8-точечном ДПФ необходимо выполнить 8 x 8 = 64 умножения, в то время как для рассматриваемого БПФ требуется вычислить два 4-точечных ДПФ и сложить их. Правда, сложению двух 4-точечных ДПФ должно предшествовать умножение ряда ДПФ по нечетным членам входной последовательности на поворачивающий множитель 

. Все это вместе дает 4​​2 + 42 + 4 = 36 умножений вместо 64 в исходном ДПФ. 

Выигрыш   становится  еще  более очевидным  для  1000-точечного  ДПФ. В таком БПФ выполняется 5002 + 5002 + 500 = 500 500 умножений вместо 1 миллиона умножений для исходного ДПФ. 

Если оценить выигрыш во времени при использовании процессора, например, с длительностью одного  цикла 50 нс  (частота  20 МГц),  обнаружим,  что  экономится 1.4 (с на  8-точечном  ДПФ и 24.975 мc на 1000-точечном ДПФ.

Такая экономия позволяет вычислять ДПФ в реальном времени. Однако процесс можно еще ускорить, как будет видно в дальнейшем.

 Пауза
Тактовая частота с периодом 50 нс = (1/50) * 109 = 20 МГц.
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ПРОРЕЖИВАНИЕ  УПРОЩАЕТ  МАТЕМАТИКУ, А  ПОВОРАЧИВАЮЩИЕ  МНОЖИТЕЛИ
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ПРАКТИЧЕСКОЕ  БПФ  ОБЪЕДИНЯЕТ  ЭТИ  НЕОБЫЧНЫЕ  СВОЙСТВА  В  АЛГОРИТМ


Процесс разбиения ДПФ на два называется «прореживанием по времени» (поскольку разбиение осуществляется во временной области). В предыдущем примере произведено разбиение исходной последовательности только на две, но почему бы не продолжить разбиение последовательности вплоть до 2-точечных ДПФ. Данный метод ускорения ДПФ называется «БПФ по основанию 2», поскольку при последнем разбиении все ДПФ имеют только два слагаемых.

При таком методе экономия становится огромной. Воспользуемся примером реализации 1024-точечного ДПФ на процессоре с длительностью цикла 50 нс. Такое ДПФ потребовало бы 1 048 576 комплексных умножений и 1 047 552 комплексных сложений. Полагая, что комплексное умножение и сложение может быть выполнено за один цикл, время обработки ДПФ составило бы 104 mс. Время вычисления 1024-точечного БПФ по основанию 2 составляет 768 (с. Отношение количества умножений ДПФ к количеству умножений БПФ равно 204.8, что означает возможность вычисления БПФ в реальном времени. Следует заметить, что приведенный пример является приблизительным, поскольку не учитывается то количество циклов, которое требуется для первоначального вычисления поворачивающих множителей.

Математика БПФ по основанию 2 значительно проще, чем математика ДПФ, т.к. необходимо вычислять только 2-точечные ДПФ. Однако вычисляемые поворачивающие множители будут различными на каждом этапе прореживания. При реализации БПФ необходимо объединить эти две особенности для получения такого математического соотношения, которое позволит разработать несложный алгоритм для реализации на ЦПОС.
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ТЕПЕРЬ  БПФ  ПРИНИМАЕТ  ВИД

3


Рассмотрим более детально, как работает БПФ. Воспользуемся примером 4-точечного БПФ с целью облегчить понимание самых важных и общих для всех БПФ по основанию 2 принципов.

Начнем с 4-точечного ДПФ, которое имеет вид
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Разобьем эту сумму на две при n = (0, 2) и (1, 3). Получим выражение



.

Раскрывая суммы, запишем




.

Имеем два различных поворачивающих множителя: 

 и 

, однако, их можно связать между собой: 

=

. Тогда формула БПФ примет вид XE "FFT" 



.

Полученное выражение для 4-точечного БПФ не слишком сложно, но по мере возрастания количества точек увеличивается его сложность. Чтобы упростить выражение, его обычно изображают в другом виде, который и рассмотрим.
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Кроме представления БПФ в виде уравнения, его можно изобразить с помощью направленного сигнального графа. На транспаранте направленный граф отображает уравнение при k = 0. Числа в кружках означают степень множителя W4, необходимую на данном этапе. Если умножение не требуется, линия не содержит коэффициента умножения. На входе направленный граф, слева, имеет отсчеты сигнала во временной области, а справа, как результат преобразования, отсчеты в частотной области. Удобнее читать граф справа налево.

Из графа видно, что


X4(0) =  x02 + 

(x13), 

где


x02 = x(0) + 

x(2)

и


x13 = x(1) + 

x(3).

Это дает разложение БПФ при k = 0


X4(0) = x(0) + 

x(2) + 

(x(1) + 

x(3)).

Приведенный выше граф отображает данное разложение, т.е. одной четверти всего БПФ. Остальные отсчеты в частотной области Xy(k) при k = 1, 2, 3 можно отобразить таким же способом.


[image: image29.wmf]ПОЛНЫЙ  НАПРАВЛЕННЫЙ  ГРАФ

l

ПЕРЕПИШЕМ  ВСЕ  ВЫРАЖЕНИЯ  ДЛЯ  k

УЗНАЕТЕ  БАБОЧКУ

?

x(0)

x(1)

x(2)

x(3)

X

4

(0)

X

4

(1)

X

4

(2)

X

4

(3)

0

2

0

2

3

2

1

0

W

4

6

W

4

2

2

p

4

-j

= e

*

6

= -1 =

ПРИМЕЧАНИЕ

W

4

4

W

4

0

2

p

4

-j

= e

*

4

= 1 =

= [ x(0) + x(2)         ] +         [ x(1) + x(3)          ]

W

4

2

W

4

1

W

4

2

= [ x(0) + x(2)         ] +         [ x(1) + x(3)          ]

W

4

0

W

4

2

W

4

0

= [ x(0) + x(2)         ] +         [ x(1) + x(3)          ]

W

4

2

W

4

3

W

4

2

= [ x(0) + x(2)         ] +         [ x(1) + x(3)          ]

W

4

0

W

4

0

W

4

0

X4(0)

X4(1)

X4(2)

X4(3)


Рассмотрим полное разложение 4-точечного БПФ и отображающий его направленный сигнальный граф. Симметрия разложения очевидна. Она распространяется на БПФ любой размерности, что подразумевает относительно несложную реализацию. Эту симметрию обычно представляют как «бабочку», поскольку отдельные «X»-части имеют сходство с крыльями бабочки (полагаем, что у вас яркое воображение!).

Важно отметить, что




 = 


и




 = 

.

Эти – примеры показывают одновременно свойства как симметрии, так и периодичности, которые были отмечены ранее. Объединение обоих свойств и дает ключ к пониманию того, почему в БПФ содержится так мало комплексных умножений сравнительно с ДПФ; а именно – один и тот же поворачивающий множитель можно использовать неоднократно.
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Как показано выше, бабочка является типичным элементом БПФ. Она имеет  два входа, два выхода и необязательный умножитель. Верхний выход равен верхнему входу, сложенному с нижним входом, умноженным на поворачивающий множитель. Нижний выход равен верхнему входу, из которого вычитается нижний вход, умноженный на поворачивающий множитель. Сказанное позволяет изящно представить БПФ.

Вычисления 4-точечного БПФ по графу содержат два этапа, каждый из которых имеет две бабочки. На первом этапе при k = 0 имеем


X0 = a + 

b,

где


a = x0 + x2
и


b = x1 + x​3.

Поэтому

(1) 
X​0 = x0 + x2 +  

( x1 + x​3).

Это выражение отличается от прежнего определения X0, которое имело вид

(2)
X4(0) = x(0) + 

x(2) + 

(x(1) + 

x(3)).

Однако, как показано на транспаранте, поворачивающие множители позволяют пойти на дальнейшие упрощения.

Например,





или
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Так как 

, можно видеть, что оба выражения (1) и (2) приводят к следующему


X​0 = x0 + x2 +  x1 + x​3.

При рассмотрении слагаемых формулы БПФ можно заметить, что все они принимают равное участие в решении задачи. Это сокращает вычисления и облегчает реализацию.
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Итак, в предыдущих рассуждениях основное внимание уделялось сути алгоритма БПФ. Теперь стоит подкрепить теорию простым примером для иллюстрации процесса преобразования из временной области в частотную, используя БПФ. Пример является нереально простым, но он полностью демонстрирует процесс преобразования.

В приведенном на транспаранте примере сигнал дискретизируется с частотой 10 кГц, т.е. отсчет берется каждые 1/10 кГц = 100 (с. Для преобразования применено 4-точечное БПФ, поэтому берутся четыре следующих друг за другом отсчета сигнала, которые имеют значения:

1, 0, 0, 1,

т. е. для БПФ имеем входную последовательность из четырех отсчетов:

x0 = 1,    x1= 0,    x2 = 0,    x3 = 1.

После вычисления БПФ получим выходную последовательность, состоящую также из четырех отсчетов:

X0 = 2,      X1 = 1 + j,       X2 = 0,      X3= 1 – j,

в частотной области. Но каково соотношение между значениями переменной K и частотой f? Из определения ДПФ известно, что
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Поскольку мы имеем дело с отсчетами в частотной области, важно отметить, что в данном случае частота ( измеряется в радианах, а не в рад/сек(). Подобно этому частота f не измеряется в Гц (1/сек), а является безразмерной величиной. Поэтому, если интересуются частотой f в Гц, ее вычисляют по формуле
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Таким  образом, отсчеты, вычисляемые с помощью БПФ, соответствуют частотам, кратным одной четверти частоты дискретизации, т. е. 2.5 кГц. Это означает, что теперь известен дискретный амплитудный спектр на частотах 0, 2.5, 5 и 7.5 кГц, показанный на графике.

Оказалось, что спектр N-точечного БПФ симметричен относительно N/2, поэтому все значения амплитуд с номером больше N/2 могут быть отброшены. В примере спектр симметричен относительно k = 2,  поэтому отсчет X(3) можно отбросить. Таким образом, что N вещественных отсчетов во временной области  преобразуются в N/2 комплексных отсчетов ДПФ (вычисленных по алгоритму БПФ) в частотной области.(()
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БОЛЬШИНСТВО  ПРОЦЕССОРОВ  ОСУЩЕСТВЛЯЮТ  ПЕРЕСТАНОВКУ  КАК  ФОНОВУЮ  ОПЕРАЦИЮ
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СОВРЕМЕННЫЕ  ПРОЦЕССОРЫ  МОГУТ  ВЫПОЛНЯТЬ  1024-ТОЧЕЧНОЕ  БПФ  ПОЛНОСТЬЮ  МЕНЕЕ

 

ЧЕМ  ЗА  5 мc

l

 

БЫСТРОЕ  ПРЕОБРАЗОВАНИЕ  ФУРЬЕ  ЯВЛЯЕТСЯ  ОБЩИМ  НАЗВАНИЕМ  МЕТОДОВ

    

УМЕНЬШЕНИЯ  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ  СЛОЖНОСТИ  ДПФ.  

ЗДЕСЬ  РАССМОТРЕН

    

АЛГОРИТМ  ПО  ОСНОВАНИЮ  2,  ХОТЯ  СУЩЕСТВУЕТ  И  МНОЖЕСТВО  ДРУГИХ


Быстрое преобразование Фурье является общим названием любого метода уменьшения вычислительной сложности ДПФ. Существует множество разнообразных методов уменьшения сложности (хотя алгоритм по основанию 2 наиболее распространен). Многие другие преобразования еще больше сокращают необходимое количество умножений, но ценой дополнительных сложений. Раньше это было полезным, потому что умножение выполнялось дольше, чем сложение. Однако большинство цифровых процессоров обработки сигналов выполняют и умножение и сложение за один цикл, так что всякое увеличение количества сложений равнозначно снижает производительность.

Простая структура БПФ позволяет быстро и легко выполнить преобразование на кристалле ЦПОС, специально предназначенном для реализации БПФ. Поскольку алгоритмы реализуются аппаратно, такие кристаллы успешно выполняют быстрые БПФ. Основной недостаток подобных реализаций состоит в том, что они непрограммируемы и не способны выполнять другие функции обработки сигналов. Однако ЦПОС общего назначения могут выполнять разнообразные операции с входным сигналом, включая БПФ.

Если рассмотреть входные отсчеты на бабочках БПФ, можно увидеть, что они располагаются не в том порядке, как выходные. Чтобы выполнить БПФ быстро, необходим алгоритм перестановки входных отсчетов относительно их естественного порядка. Это можно сделать путем размещения в обратном (реверсивном) порядке бит, которыми кодируется номер отсчета, или путем сложения по модулю. Большинство ЦПОС имеют специальный режим адресации, позволяющий автоматически производить перестановку отсчетов как фоновую операцию. С помощью алгоритмов БПФ современные процессоры легко могут вычислять 1024-точечное ДПФ менее чем за 5 мc.
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ПЕРИОДИЧЕСКОГО  СИГНАЛА

l

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  ФУРЬЕ  ИСПОЛЬЗУЮТСЯ   ДЛЯ  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

СИГНАЛОВ

l

ИЗ  ВРЕМЕННОЙ  В  ЧАСТОТНУЮ  ОБЛАСТЬ

l

ИЗ ЧАСТОТНОЙ ВО ВРЕМЕННУЮ ОБЛАСТЬ
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ДПФ  ДЕЛАЮТ  ВОЗМОЖНЫМИ  ОПЕРАЦИИ  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  НАД

ОТСЧЕТАМИ  СИГНАЛОВ

l

ВЫЧИСЛЕНИЯ  ДПФ  МОЖНО  УСКОРИТЬ  ПУТЕМ  РАСЩЕПЛЕНИЯ  ИСХОДНОЙ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ  НА  ДВЕ  ИЛИ  БОЛЕЕ  ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

l

БПФ  ДАЕТ  ЗНАЧИТЕЛЬНУЮ  ЭКОНОМИЮ  ВРЕМЕНИ  ВЫЧИСЛЕНИЙ
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ЦПОС  МОГУТ  ВЫПОЛНЯТЬ  БПФ  ЭФФЕКТИВНО


В этой лекции раскрыты способы обработки сигналов в частотной области. Основные выводы:

· Информация о сигнале в частотной области важна для обработки. Эта информация может быть использована для обнаружения свойств сигнала, которые нельзя выявить непосредственно из представления сигнала во временной области.

· Синусоиды могут быть представлены с помощью фазоров.

· Ряды Фурье можно использовать для представления любого периодического сигнала.

· Преобразования Фурье могут быть использованы для преобразования сигналов из временной области в частотную и из частотной во временную.

· ДПФ делают возможными операции преобразования над отсчетами сигналов.

· БПФ дает существенную экономию времени вычислений. Процессор с длительностью цикла 50 нс выполняет 1024-точечное ДПФ за 104 мс, а 1024-точечное БПФ по основанию 2 выполняет менее чем за 5 мс.

· ЦПОС могут выполнять БПФ эффективно.
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() Фазовой сдвиг ( называется начальной фазой. Прим. ред.


() В ряде монографий по ЦОС последние соотношения называют дискретными рядами Фурье. Прим. ред.


() Это справедливо, если ( - нормированная частота. Прим. ред.


(() На  самом  деле  имеет  место  частотная  симметрия  в  смысле  комплексной  сопряженности,  т.е.  X1 = 1 + j,  X3 = 1 – j,  но   (X1( = (X3(.  Прим. ред.
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